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Application of the Padé Approximation in Nuclear Physics

It is shown that poorly converging series of Legendre polynomials or spherical harmonics can be
well approximated by the method of the Padé approximation. The improvement of the convergence
will be discussed with the help of three model series which can be calculated exactly.

I. Einleitung

In der Physik begegnet man haufig Reihen, die
schlecht konvergieren. Da man aus verstindlichen
Griinden nicht immer beliebig viele Glieder der
Reihe berechnen kann, ist man gezwungen, nach
konvergenzverbessernden Methoden zu suchen. Mit
wachsendem Erfolg verwendet man z. B. die in der
Mathematik schon lange bekannte Padé-Approxima-
tion, die bei Potenzreihen zu einer entscheidenden
Verbesserung der Konvergenz fiihrt (siehe Refs. !+ 2
und alle dort weiter zitierten Originalarbeiten). Die
Anwendung dieser Methode in der Physik be-
schriankte sich jedoch bisher auf die Hochenergie-
physik ¥ 2 sowie auf die iterative Losung von Inte-
gralgleichungen 3. Das Padé-Verfahren ist jedoch
nicht nur auf Potenzreihen beschrinkt, sondern kann
auf beliebige Orthogonalsysteme verallgemeinert
werden .

Auch in der Kernphysik trifft man Reihen an, die
schlecht konvergieren. Beispiele hierfiir sind die
Elektronenstreuung * ¢, die Coulomb-Anregung 7 so-
wie Transferprozesse zwischen schweren Ionen unter-
halb der Coulomb-Barriere 8. Fiir diese Reihen, die
im wesentlichen Entwicklungen nach Kugelfunktio-
nen darstellen, hat man ebenfalls schon konvergenz-
verbessernde Verfahren vorgeschlagen®~8, die auf
der Anwendung der Rekursionsrelationen fiir Kugel-
funktionen beruhen.

Im wesentlichen fithren alle diese Methoden auf
analytische Fortsetzungen iiber den Konvergenzbe-
reich der urspriinglichen Reihe hinaus. Wir wollen
nun zeigen, daf} das frithere Rekursionsverfahren
einer [N, M]-Padé-Approximation dhnlich ist. Mit
der [N, M]-Padé-Approximation konnen jedoch, be-
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sonders fiir kleine Streuwinkel, wesentlich bessere
Resultate erericht werden als mit dem Rekursions-
verfahren.

Zu diesem Zweck geben wir in Kap. I das Padé-
Approximationsverfahren fiir Kugelfunktionen an,
zeigen Spezialfdlle und vergleichen es mit dem Re-
kursionsverfahren. In Kap. III wenden wir dann das

Verfahren auf 3 Modellreihen an:

a) eine rein mathematische Reihe,

b) die Streuamplitude fiir Rutherford-Streuung,

c) die DWBA-Amplitude fiir die elastische Streuung
eines geladenen Teilchens an einem Yukawa-
Potential.

Schliellich werden die numerischen Resultate fiir
diese drei Fille diskutiert und verglichen.

II. Theorie

Wir leiten nun die Padé-Approximation fiir Rei-
hen von Kugelfunktionen her. Es sei [, (¥, ) eine
Amplitude, die nach Partialwellen entwickelt werden
kann:

fm('ﬁ, Q) = El Clm Ylm(ﬂa P). (1)

»

Wir konnen versuchen, [, (%, @) auch durch den

Quotienten

> ar'm' Yl'm' (195 (P)

U'm’

fm(l% ‘P) = 2 b,._u Y;_“(l?, 99) (2)

darzustellen. Wenn die Gln. (1) und (2) gleichzeitig
erfillt sind, muf} %
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gelten. Mit den Beziehungen ?
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Durch Koeffizientenvergleich ergibt sich cine lineare
Beziehung fiir die Koeffizienten a;

U'm’
Q'm’ = = A//; b//(' (7)

/v
mit

A%“:(_)M]%2r+1u22+n

4
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Die ¢-Abhingigkeit der Amplitude [, (), ¢) ist tri-
vial:

X /¢ l
rC/llz 1 2l+1 (,n

fu (B, @) = €™ [, (3, 0). (9)

A — (= wj

(2U+1)(24+1)
4 n

mit

Brechen wir nun die Summation iiber 7 in Gl. (2") und (7

P bon Crr L
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(m u; ’ll) YI" (%, ¢) (0 ;) é) (4)

Yis (0, 9) = (=)¥Y _u (D, ) (5)
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Wir konnen uns somit auf die Untersuchung der Am-
plitude f,, (%, 0) beschriinken. Weiterhin konnen wir
z. B. auch zur Vereinfachung 1 =0 wihlen. Natiir-
lich wire auch eine andere Wahl von x moglich.
Gleichungen (1) und (2) nehmen dann die Form

fm(ﬂ 0) Z Cim Ylm(l?a 0) (]-,)
und
]‘/n(l9 O) ahn Ylm(ﬂ O /Y b/O Y/O(l9 0) (2’)
an. Fur Gln. (7) und (8) erhalten wir
U'm= lz Az/(;“ b/’.ﬂ (7,)
< - L 4 I IV ’
—,”~cl"112l*1 (m O—m)(O 0 0)' (8)

") z. B. bei 2 =1 ab, so erhalten wir

| (l4+m) (1—m)

Clet,m+ ] (2l+1) (21_1) Cr- lm} (10)

Dieses Verfahren it sich mehrmals anwenden. Dann ergeben sich folgende Rekursionsrelationen:

(k—1)
*) __ bUO

(k—1) 1)
ain = 1/—1<.7 i | L b](l l]

a(lgz) =Cly « (12)
Die Amplitude (2') hat nach N Rekursionen fol-

gende Form

mit

Zati’ Yin (9. 0)

fn(9,0) = G- e - (13)
H ( Vdn + b | 4 0 {)>
Fiir by V= V4 und by ¥ = —Via (k=1,...,N)

erhalten wir
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“LU+m+UUfm+D
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und fm(L9 0) = 2. alm) Ylm(l() 0 /(l—COS ﬁ)V (15)
l

Das sind gerade die Formeln, wie sie in Refs. 678
verwendet werden, dort jedoch mit Hilfe der Rekur-
sionsrelation fiir Kugelfunktionen hergeleitet werden.

Viel interessanter ist jedoch der Fall, wo die Sum-
mation tiber 4 in Gl. (2") und (7”) erst bei 1=M
abgebrochen wird und die b, nicht einfach vorgege-
ben, sondern aus einem linearen Gleichungssystem
bestimmt werden. Wir fordern néamlich

ay, =0 ('=M+1,...,M+N), (16)
oder
#mmwﬂ '=M+1,...,M+N). (17)
,l
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Wenn wir nun z. B. by, =1 vorgeben, dann liefert
Gl. (17) ein inhomogenes lineares Gleichungssystem
mit N Unbekannten b9 (A=1,...,N):

1
l'nb,0~ A U'=M+1,...,M+N). (18)

A=

Dieses Gleichungssystem hat eine eindeutige Losung,
wenn die Determinante verschwindet:

det A4 = (19)

Mit Gl. (7") und (8") konnen wir dann aus den ¢,
die a;, bestimmen. Der Quotient *

M N
[N, M] fn(9,0) =l:§0azm Yim (9, 0)/12::013;.0 Y (9, 0)

(20)
heifie der verallgemeinerte [V, M]-Padé-Approximant

der Funktion f, (%, 0). Fiir m =0 erhalten wir spe-
ziell

[N, M1 Jo(9,0) = > s Paleos )2 b Py cos ),

(21)
fo(.0) = 3 e Pu(cos ), (22)
ay = ;Az, b (23)

o 1 Av\2

e D .
Al/_ l=I‘l’—-§f(2l+1) (000) (24‘)

Die Koeffizienten des [1, M]-Padé-Approximanten
fiir Legendre-Reihen ergeben sich explizit zu

I+1
+ €141 b1

a;=¢Cy_ 1b1 2l+'3

+ €] bo . (25)

l
21l=
Auch hier 148t sich das Verfahren mehrmals anwen-

den. Wir erhalten folgende Rekursionsrelationen

(k) _ gD pF—1) l 1 pE=1 1+1

a,®) = a7 2711 +ait 21+3
+aFVpE-Y (k=1,...,N), (26)
mit a” =ci. o

Die Amplitude hat nach N Rekursionen folgende

Form:

R

N
fo (9, 0) =l?_0afN)Pl(cos ) /kUI(bg‘*l) + ¥ Veos 9) .
(28)

* Unsere Definition unterscheidet sich von der iiblichen 12
darin, daf3 NV und M vertauscht sind.
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Fir 6 V=1 und bY "V =
halten wir:

-1 (k=1,...,N) er-

@-n L+1

o = ot L i L LY (29)
(k=1,...,N)
und
Jo(9,0) = > af*) yfeos )| (1 —eos ). (30)

Gleichungen (29) und (30) sind gerade die Aus-
driicke, die in ® angegeben werden.

Wir werden uns im folgenden der Einfachheit hal-
ber mit der Anwendung der Padé-Approximation
auf Legendre-Reihen beschrinken, da m =0 keine
wesentlichen neuen Aspekte liefert.

III. Numerische Resultate und Diskussion

Als erstes numerisches Beispiel betrachten wir die
Modellreihe [siehe Ref. 1%, Band 2, Seite 182]

o tn+1
P 9

n§=:0 =9 »(cos V) (31)
oo t—cos®+Vi2—2tcosP+1
= 1 —cos

[t]<1.

Fiir den ungiinstigsten Fall =1 erhalten wir daraus
sofort:

=S (1

"’, — ,,27. -
x]0g<l+ ] 1_60819). (32)

6= 25°

mit

) P, (cos ¥)

= ~
1 L
/\,
w
>
i
)

5 1 15 2 2 5 0 15 20
Abb. 1. Die Genauigkeit a(N, M) der [N, M]-Padé-Approxi-
mation fiir die erstc Modellreihe fiir 4 verschiedene Winkel.
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In Abb. 1 haben wir die Genauigkeit der Padé-Ap-

proximation

oo | V-1 FP) — () |
; f)

als Funktion von N und M aufgezeichnet. Die Dar-
stellung erfolgt in Form von Genauigkeitshohenkur-
ven fiir vier verschiedene Winkel, wobei die Kurven
Mittelwerte von benachbarten Genauigkeitswerten
darstellen. Dieser sehr einfache Fall zeigt die Kon-
vergenzverbesserung, die durch die Anwendung der
[N. M]-Padé-Approximation erreicht werden kann.
Weiter sieht man, wie die Genauigkeit der Padé-

a(N, M) = —19] (33)

Approximation mit abnehmendem Winkel schlechter
wird. Die Abszisse N =0 stellt gerade die Aufsum-
mation der urspriinglichen Reihe dar. Ferner sollte
noch beriicksichtigt werden, daf} fur die [N, M]-
Padé-Approximation M +2 N Glieder benétigt wer-
den.

Als nichstes Beispiel wihlen wir den Fall der
elastischen Streuung von geladenen Teilchen im
Coulomb-Feld (Rutherford-Streuung). Die Streu-
amplitude fir diesen Prozef} ist proportional zu fol-
gender Amplitude:

g, D) =4 > (21+1) exp{2im;(n)} Pi(cos ),
120

(34)

wo 7 der Coulomb-Parameter
n=e*Z,Zsm/h?k (35)
mit E=R2E*[2m, (36)

und @, () die gewohnliche Coulomb-Streuphase ist:

1
w;(n) = > arctan (/7). (37)
=1

Der exakte Wert der Reihe ist gegeben durch:

8an exp{ —inlog[(1—cos?)/2]}
i 1 —cos ’

9(7% 79) =
(38)

In Abb. 2 haben wir wiederum die Genauigkeit des
Realteils nach [N, M]-Padé-Approximation

. [N.M] Reg(yn,?) —Reg(n, ) |
o8 Re g (17, 9) |
(39)

fiir 57 =10 aufgetragen. Wie man aus der Darstel-
lung sieht, missen N und M wesentlich grofler als
im ersten Fall gewihlt werden, um dieselbe Genauig-
keit zu erreichen, aber auch hier erhalten wir eine

a(N,M) = -1
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wesentliche Verbesserung der Konvergenz gegentiber
der urspriinglichen Reihe.

W 22 3 4 % 10 20 30 4 50 M
Abb. 2. Die Genauigkeit a(N, M) der [N, M]-Padé-Approxi-
mation fiir den Realteil der zweiten Modellreihe mit =10
fiir 4 verschiedene Winkel.

Als drittes Beispiel schlieBlich wihlen wir die
DWBA-Amplitude fiir die Streuung eines geladenen
Teilchens in einem Yukawa-Potential

Ie—!(r ;

T’lﬂ = ka kﬁ (Z(_) ()/'t s ku r) | l Zu) (77/?’ kﬂ’ r) )’
(40)
wobei 7%/ (1, k1) eine Coulomb-Welle ist:

23 (g, ker) =exp{—2an}|T'(1+in)]
cexplikr} F,(Fin;1; i(kr Fkr)). (41a)

Der Grund fir die Wahl dieses Matrixelementes liegt
einerseits darin, dal sowohl das Integral (40) als
auch die bei der Partialwellenentwicklung entstehen-
den Integrale 8 11 geschlossen gelost werden konnen.
Das macht natiirlich die numerische Untersuchung
dieses Falles besonders iibersichtlich und einfach.
Andererseits kann bei allen Streuproblemen der Kern-
physik im allgemeinen der schnell konvergierende
Einflul der Kernwechselwirkung absepariert wer-
den, so daf} in allen anderen Fiallen Ausdriicke ent-
stehen, die dem obigen (40) sehr dhnlich und in
ihrer mathematischen Struktur dquivalent sind ® 5.

Obwohl der Fall der inelastischen Streuung (40)
keine weiteren Schwierigkeiten bereitet, wollen wir
uns der Einfachheit halber auf den Fall der elasti-
schen Streuung mit k,=/k; =k und 2,=1;=17 be-
schrinken, da die Behandlung der inelastischen Pro-
zesse keinerlei neue Erkenntnisse bringt.



DIE PADE-APPROXIMATION IN DER KERNPHYSIK

Wir erhalten somit
8%y 1 ( 1-i/p
T 9 —
(n:p, ¥) = 1 p? \ 1 +sin?(9/2) /p?)
. o 1 (41b)
1 +sin?(¥#/2) [p?
SF (—in, —in; 1; —sin?(¥/2) /p?) ,
p=u/2k.
Entwickeln wir, wie iiblich, die Coulomb-Welle (41)

nach Kugelfunktionen und integrieren iber den
Raumwinkel, so erhalten wir fir (41)

\)9;,;

mit
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T (n,p,?) =4 nlgo(Q I+1) exp{2iw;(n)}
“R,(n, p) P;(cos¥), (42)
mit dem radialen Integral
Rz(’],P)=fF12(77,kT)e_”r/"df’ (4‘3)
0

wobei F(n, kr) die reguldre Coulomb-Funktion ist.
Dieses radiale Integral kann ebenfalls geschlossen
angegeben werden. Durch geeignete analytische Fort-
setzungen konnen dann sowohl (41) als auch (43)
einfach berechnet werden (s. Appendix 1-3).

In Abb.3 zeigen wir die ¥-Abhingigkeit der GroBe

[N,M]ImT (5, p,®) —ImT (n,p, )
_ 10 ,
s(V:H) log Im T (7, p, 9) (44)
als Funktion von NV und M fiir ) =20 und p = 0,005. In Abb. 4 ist die #-Abhéngigkeit der Grafie
B [N,M]ReT (7, p,¥) —ReT (y,p, ) -
a(NM) = — ‘ Re T (1, p, 9) (45)
10 1 \
8
S
6-
4 \ N
8=75° J 2 X

®

o

>

~

10
9=150°
74
7
6
4 s
5
8=100° 4
] \ 2 3 1 2
10 20 30 40 50

0 20 30 40 50 M

Abb. 3. Die Genauigkeit a (N, M) der [N, M]-Padé-Approxi-
mation fiir den Imaginérteil der dritten Modellreihe mit 7=
20 und p=0.005 fiir 4 verschiedene Winkel.

fiir # =150 und p = 0,005 aufgezeichnet. Wie man
sieht, wird auch hier die Genauigkeit fiir kleine
und grofle # schlechter, obwohl wir wiederum eine
wesentliche Konvergenzverbesserung erreichen.

In Abb. 5 haben wir schliellich die Teilsummen
fiir die [NV, M]-Padé-Approximation — angewendet
auf den Imaginirteil der letzten Modellreihe — die
definiert sind durch

50 M

0 20 30 4 s 10 20 30 4

Abb. 4. Die Genauigkeit a(N, M) der [N, M]-Padé-Approxi-
mation fiir den Realteil der dritten Modellreihe mit ©=150°
und p=0.005 fiir 4 verschiedene Winkel.

Z am

m=0_
N

Z b, P,l(cos 9)
n=0

n(cos 1)

fiir verschiedene N aufgetragen. M wird hierbei kon-
stant (M =30) gehalten. Wie aus der Abbildung er-
sichtlich ist, strebt der Wert der [N, M]-Padé-Ap-
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Im Sl
9=80°
" r]:20

[ \ p=.025

+ o
=='= -——— - - e— -

+

25 30 35 40 45 L

I 1 1 1 1

Abb. 5. Die Teilsummen S; der [N, M]-Padé-Approximation fiir den Imaginirteil der dritten Modellreihe mit ¢#=80°, 7=
20 und p=0.025.

--15
10
-5
/ [ M-Ne... oM
25 30 35 40 45 |
1 1 i 1 1

Abb. 6. Die Teilsumme S; fiir die N-fach angewendete [1, M]-Padé-Approximation.
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proximation Im Sy mit zunehmendem N sehr schnell
gegen den Grenzwert. Weiterhin sieht man, dafl vom
Glied =M an, N Glieder der Reihe Null werden,
was ein guter Test fiir die numerische Stabilitat der
Methode ist. Der Fehler der Padé-Approximation ist
dann von der Groflenordnung des néchsten von Null
verschiedenen Gliedes.

Wir wollen nun fiir denselben Parametersatz
(9 =80° 7n=20, p=0,025) eine Approximation
testen, die durch mehrmalige Anwendung der {1, M]-
Padé-Approximation zustande kommt. Wir wenden
namlich auf unsere Reihe nacheinander zuerst die
[1,M]-, dann die [1,M —1]-, bis zur [1, M —N]-
Padé-Approximation an:

[1LM-NI®[L,M-N+1] ®

@ (LM InT(,p, 8). (47)
In Abb. 6 haben wir die Grof3e
l
Z Ay, Pm(COS 79)
ImS;= o A ,  (48)

] (B8 + "D cos )
n=1

die durch Anwenden dieser Vorschrift entsteht, fiir
M =35 aufgetragen. Dabei erweist sich diese Me-
thode als nicht besonders geeignet. Erst wenn man
M groBler wiahlt, ergibt sich eine wesentliche Kon-
vergenzverbesserung. Dabei zeigt sich jedoch, dal}
fiir die Koeffizienten in (48) gilt:

P /P> 1, (k=0,1,...,N). (49)
Somit ist dieses Verfahren jedoch nahezu identisch
mit dem Rekursionsverfahren, bei dem b"/b{" = — 1

gewdhlt wird. Diesen Fall haben wir in Abb. 7 dar-
gestellt. Die Konvergenzverbesserung ist hier nur
wenig schlechter als bei der [N, M]-Padé-Approxi-
mation. Wihlt man jedoch fiir 5%/b6{" einen ande-
ren Wert, so wird das Rekursionsverfahren nume-
risch sehr schnell instabil, wie in Abb. 8 z. B. fiir
bE/EP = +1 gezeigt wird. In diesem Fall kann
keine Konvergenzverbesserung erreicht werden. Dies
hiingt damit zusammen, daf im Fall 5 /b = —1
die Rekursionsrelation asymptotisch folgende Form
annimmt :

K=1)

(k k—1 1 ( k
af) 2af" "V — 1 (af*

+af!7V), fir - .
(50)
als Funktion von [ nicht zu stark

Wenn nun «a
variiert, kénnen wir a/*); nach Taylor entwickeln:

’ k)N 77
L (al )) e

k—1
l( )

(k)
(k (k (al
) a ) +

Gt 1 2 (51}
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Damit ergibt sich fiir a{*” :

(52)

aP = 21! (a¥=1)” + 41! (@ D)@y ..,
so daBl im neuen Koeffizienten nur noch hochstens
die 2. Ableitung vorkommt. Dies fiihrt nun natiirlich
fast immer zu einer Konvergenzverbesserung, wih-
rend eine #hnliche Uberlegung fiir 5% /b + —1
nicht mehr moglich ist.

Dal} jedoch das obige Rekursionsverfahren von
der [N, M]-Padé-Approximation grundsatzlich ver-
schieden ist, kann man leicht sehen, wenn wir das
Nennerpolynom der Padé-Approximation in Gl. (21)
in Linearfaktoren zerlegen:

N N ‘
> b;Py(cosP) = [T (B +bF~Y -cos?). (53)
1=0 i=1

Dies 148t sich einfach durchfithren, wenn wir in (53)
fiir das Legendre-Polynom einsetzen:

[4/2] , (24—23)!
P;(cos ) = sgﬂ (=) 2t sl (A—s)! (A—235)!

- (cos }) %25, (54)

Bestimmt man nun bei gegebenen b; numerisch die
Nullstellen des so entstandenen Polynoms in cos 7,
so erhilt man damit sofort die gewiinschten bfj "
und by V. Dieses Verfahren auf die obigen Fille
angewendet, ergibt nun fiir die Koeffizienten b=,
b~ " nicht nur reelle Werte, sondern auch paarweise
konjugiert komplexe Werte, im Gegensatz zu den
rein reell gewéhlten Koeffizienten beim Rekursions-
verfahren und der mehrfach angewendeten [1, M]-
Padé-Approximation.

IV. SchluBfolgerung

Wie wir aus den obigen Beispielen, die nur eine
kleine typische Auswahl der gerechneten Fille dar-
stellen, gesehen haben, fihrt die [V, M]-Padé-Ap-
proximation immer zu einer wesentlichen Konver-
genzverbesserung, wenn man sie auf die Streuampli-
tudenreihen der Kernphysik anwendet. Aber auch
das schon {frither verwendete Rekursionsverfahren
fithrt bei groflen Streuwinkeln zu einer nahezu gleich
guten Konvergenzverbesserung. Da dieses Verfahren
zudem numerisch sehr viel einfacher zu handhaben
ist, ist es fiir 9 = 100° der [N, M]-Padé-Appro-
ximation vorzuziehen. Die Situation dndert sich je-
doch sehr schnell, wenn man zu kleinen Streuwinkeln

tibergeht. Wie in Abb. 9 fir p=0,005 und =10
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Im SL
9=80°
=20
L n
- p=.025

+ 25 30 35 40 45 l

1 1 1 1 =i i

Abb. 7. Die Teilsumme S; fiir das Rekursionsverfahren mit " /by = —1.

¥ 25 30 35 40 45 L

1 1 1 1 f

Abb. 8. Die Teilsumme S; fiir 5 /65" = +1.
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a
— [NM]- Padé approximation
---  recursion
)
n= 10
p=.005
4
-3
=2
F1

Abb. 9. Vergleich der erreichten Genauigkeit der Teilsummen bei der [N, M]-Padé-Approximation und dem Rekursionsverfah-
ren (N Rekursionsschritte) fiir verschiedene Winkel; =10 und p=0.005.

gezeigt wird, beginnt dann das Rekursionsverfahren iiber der sehr schlecht konvergierenden urspriing-
sehr rasch numerisch instabil zu werden und liefert lichen Reihe.

keine oder nur eine geringe Konvergenzverbesse- Appendix
rung. Dagegen kann die [V, M]-Padé-Approxima- 1. Berechnung des DW BA-Matrixelementes
tion auch in diesen Fillen ohne grofie Schwierigkei- Fiir das DWBA-Matrixelement (40) erhilt man

ten angewendet werden und fithrt gerade hier zu nach Spezialisierung auf den Fall der elastischen
einer erheblichen Konvergenzverbesserung gegen-  Streuung!!:

8 22 1—; o 1
- ( ifp ) ’ Fil =t —iuy 1 —ae® 02005, A

T0n P ) = 1\ 1 ain? (9/2)/pt) 2 +sin® (9)2)

e —1
Nach kurzer Umformung erhalten wir hieraus:

2 — 2y arctanp} . Vp2+1 . .

gy TN expi—=27 p} o VPPl | g

{0 ) sinhwy  p2+sin?(9/2) ezp|ddnlog p? +sin?(9/2) Fal—im —in; Ls ), (A2)
i £ —sin?(9/2) /p?. (A3) sche Fortsetzung fiir die hypergeometrische Funktion

benutzen, die in diesem Fall auf y-Funktionen fiihrt
Da wir diesen Ausdruck fiir grofle # und kleine p  (siehe Ref. 1°, Band 1, Seite 10). Somit erhalten wir
berechnen wollen, miissen wir eine geeignete analyti-  endgiiltig:

T (9, p,?) = (an/[p*+sin®(¥/2)]) exp{ — 2y arctan p} exp{i D} .
ngo(—é')_"((—ifj)n/n!)z {logl+2y(n+1) —2y(—in+n) —i(n/2) sinh2ay/sinh®zy}, (A4)

P = — (7/2) +2ylog [sin(§/2) V1+p?/(p* +sin®(9/2))] . (A5)
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& geht fiir p— 0 in die bekannte ,,Rutherford-
Phase® {iber:

Dy, = — (71/2) —2nlogsin(9/2).  (A6)

Benutzt man in (A 4) noch die Rekursionsrelationen
fiir die y-Funktionen, so 1t sich das DWBA-Ma-

trixelement sehr schnell und einfach berechnen.

2. Direkte Berechnung der radialen DW BA-Integrale

Fiir die radialen Integrale

Ri(n,p) = 6fdr F2(n, kr)e*[r (A7)

R;(1,p) = Y exp{ — 2y arctanp}

g

(1 4 p'.’)l +1 n‘in

Damit ist die numerische Berechnung der radialen
Integrale fur nicht zu grofle [ und % ermoglicht. Fir
I, > 1 dagegen ist auch mit (A 9) aus numerischen
Griinden die Berechnung der Integrale nicht mehr
moglich, so dal wir fiir diese Falle nach geeigneteren
Mébglichkeiten zur Berechnung von (A7) suchen
miissen.

3. Rekursive Berechnung der radialen Integrale

Nach Ref. 8 ergibt sich fiir die radialen Integrale
(A7) die folgende Rekursionsrelation:

L((+1)2+9?) Rio1(n,p)
= 21+ D {IC+1)(1 +2 p*) +4°} Ri(1, p)
—(+1)(B+%*) Ri_1(n, p).

Benutzt man nun die nach (A 9) Lcrechneten Matrix-
elemente Ry (9, p) und R, (%, p) als Startwerte und
rekurriert in [ nach oben, so ergibt sich schon nach
wenigen Schritten eine numerische Instabilitat, die
die weitere Berechnung der radialen Integrale un-
moglich macht. Wir benutzen daher ein anderes Ver-
fahren:

(A10)

Wir starten bei groflen -Werten mit approximati-
ven Werten fiir das radiale Integral und rekurrie-
ren zu kleinen I-Werten hinunter. Wie sich numerisch
zeigt, und weiter unten dargelegt wird, ist dieses Ver-
fahren aulBlerordentlich stabil. Hierbei werden je-
doch, da ja approximative Startwerte benutzt wer-
den, die radialen Integrale nur bis auf eine gemein-

29(n+1) —2Rey (n+1+1+in) —log P
| 7
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erhalten wir mit Ref. 8 nach einfacher Spezialisie-
rung:

1 IA+1+ip)P?

Rnp) = (ari
1
- exp{ — 2y arctanp} (11 ph)it (A8)
.2F1<l+1+i1;,1+1_i1;;2142;“1)2}.

Auch hier ist es notwendig, fir p <1 eine analy-
tische Fortsetzung fiir die hypergeometrische Funk-
tion zu wihlen, die nach kurzer Rechnung zu folgen-

dem Ausdruck fiihrt:

o 3 I0Leinal( 2

n!2 1+ p?

(A9)

Cl+p2 *

same Normierungskonstante bestimmt (s. u.). Diese
kann nun durch Vergleich von R{™ (37, p) mit dem
nach (A 9) berechneten Wert von R, (#, p) sehr ein-
fach bestimmt werden, womit alle gewiinschten ra-
dialen Integrale bekannt sind.

Als Startwerte fiir R; (7, p) fir grole Werte von [
ergeben sich zwei Moglichkeiten:

Benutzt man in (A 8) den asymptotischen Wert fiir
die hypergeometrische Funktion, so erhilt man 1%:

Ri(n, p) = (A11)
1
1 exp{ —2arctanp} l’lzl V‘ll/),g_l ;
mit v=(p+V1+p?2 (A12)

Diese Werte sind insbesondere fiir [ > 5 >1 geeig-
net. Ist [22% > 1, so benutzt man besser die halb-
klassische Approximation der radialen Integrale, die
entsteht, wenn man die exakten Coulomb-Funktionen
in (A7) durch ihre WKB-Naherungen ersetzt. Mit

8 und 12 erhilt man damit:
Ri(n,p) =2 (e721/2) Ky (2p Vi +1(1+1)), (A13)

wo K, die nullte Bessel-Funktion dritter Art ist. Mit
(A11) und (A 13) haben wir hiermit fiir alle vor-
kommenden Fille geeignete Startelemente gefunden.

Wir wollen nun noch zeigen, warum unsere ge-
wihlte Rekursionsmethode numerisch so stabil ist:
Schreibt man Gl. (A 10) in der Form

Ri(n, p) =mi(n, p) Ry1(n, p)

+mn(1, p) Ri.2(n, p), (A14)
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wobel m;(n, p) und n;(n,p) die aus (A 10) gege-
benen Funktionen sind, und benutzt

lim m;(n, p) =konst. = m,
l—o0

sowie llim 71(n, p) =konst. = n, (A15)

so laBt sich Gl. (A 14) fiir [ > 1 mit dem Ansatz

Ry=c-e? (A 16)
erfillen.
Einsetzen liefert:
—mtVm?
a1,2=log( m_;/in+4n>. (A17)

In unserem Fall gilt speziell:
ay 2 =log ((1+2p*) £2pV1+p?), (A18)

d.h. ;>0 und a,<0.

Es existieren demnach zwei Losungen von (A 14),
die sogenannte irreguldre und reguldre Losung, wo-
bei wir natiirlich an der im Unendlichen abfallen-
den regulidren Losung interessiert sind. [Dies ent-
spricht der Tatsache, dafl die Rekursionsrelation
(A 14) einer Differentialgleichung zweiter Ordnung
mit zwei Losungen dquivalent ist.] Man kann daher
fiir [, > 1 ansetzen:

G. A. BAKER, J. Adv. Theor. Phys. 1,1 [1965].

J. ZInN-JusTIN, Phys. Lett. Cl, 3, 55 [1971].

W. GLOCKLE, Nucl. Phys. A 175,337 [1971].

J. FLEISCHER, Nucl. Phys. B 37, 59 [1972].

D. R. YennNIE, D. G. RaveNHALL u. R. N. WiLsoN, Phys.

Rev. 95, 500 [1954].

6 R. D. VioLLier u. K. ALDEr, Helv. Phys. Acta 44, 77
[1971].

7 K. ALper u. H. K. A. PauLr, Nucl. Phys. 128, 193 [1969].

L

331

appr. reg. irreg.
Ialap1 =(ZIE[0 +lea L ’

RI™; —a Ry +bRIYY, (A19)

womit die Konstanten a und b eindeutig bestimmt
sind. Ist nun R{™™} =~ R |, so ist a1 und
|b| < 1. Nach n Rekursionsschritten (n>> 1) erhilt
man durch Einsetzen von (A19) in (A14):

R*, =aR¥%, +bRI™E, (A 20)

wobei nun bis auf numerisch vernachldssighare
Terme gilt:

Ry, =aqRPE, .
Bestimmt man noch, (z. B. fiir n=1[;), aus Gl. (A9)
Ri*%,, so erhilt man daraus sofort die Normierungs-
konstante ¢ und damit weiterhin die gewiinschten
radialen Integrale.

(A 21)

Aus dem eben Gesagten ist natiirlich sofort ersicht-
lich, warum das Rekursionsverfahren in umgekehr-
ter Richtung sehr viel weniger numerisch stabil ist.

Dieselben Uberlegungen lassen sich natiirlich auf
jede andere Rekursionsrelation, die nicht durch (A
15) eingeschrinkt ist, iibertragen, womit dieses Re-
kursionsverfahren einen viel allgemeineren Anwen-
dungsbereich hat.
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